Téng quan

S6d6iAC | D6 khé Loi giai
A 16 3 Lé Duy Thwc
B 4 4 Hoang Xuan Nhat
C 2 3 Nguyén Diép Xuan Quang
D 73 1 L& Duy Thtrc
E 0 4 Trén Tan Phat
F 3 3 Nguyén Vwong Linh
G 32 2 Thay Nguyén Thanh Tung
H 38 2 Lé Duy Thuc
I 47 2 T6 Tuén Diing
J 0 5 Nghia Pham
K 13 3 Lé Duy Thic
L 13 3 Nguyén Diép Xuan Quang
M 111 1 Lé Duy Thirc




A. Abstract Painting

Tom tat dé bai
Ta ¢4 3 mau: xanh, dd, vang. Can dém sé cach td mau tat ca cac canh clia mot bang 6 vuéng
cd Rhang, C cét sao cho:
e Trong mdi 8, 4 canh clia né ¢ ding 2 mau, va méi mau xuét hién dung 2 1an.
Gi¢i han: 1<R<14,1<C <2000

Lo giai
Khi nhin vao gi¢i han nhé cla bai nay, nhiéu ban da nghi t¢i mot thuat DP bitmask gi gi d6

(trong d6 c6 c& minh), néu clr 1Gn sau vao cach nghi dé thi kha nang rat I&n |a sé khéng nghi ra
cach dé hon cho bai nay. Bai nay that ra cé mét cach don gidn hon nhiéu:

Ta xét 1 6 da dwoc t6 trwde 2 canh, ¢é 2 trwdng hop nhw sau:
e 2 canh dé da dwoc t6 cung 1 mau: do dé, 2 canh con lai chi cé thé td cung 1 mau, vay
sb cach t6 & trworng hop nay la 2.
e 2 canh doé da dwoc t6 khac mau: do do, & 2 canh con lai déu phai dung mau da dwoc to
& 2 canh truwéc, do d6 sb cach to & trworng hop nay ciing 1a 2 (vi du ta da t6 2 mau dd
xanh, thi 2 canh con lai c6 thé t6 (xanh, dd) hodc (dd, xanh)).
Ta suy ra nhan xét rat quan trong sau: Khi mét 6 da dwoc cd dinh trwéc 2 canh, sb cach to
phan con lai cta né ludn 14 2, khéng quan trong té&i cach té 2 canh trwdc

Do d6, néu ta cb dinh trwédc mau & cot dau va hang dau cla

bang nhw hinh bén. Thi Ian lwot ta thay: 6 (1, 1) sé c6 2 cach
t6, sau d6 6 (1, 2) sé bj c6 dinh bédi mau cta 6 (1, 1) va canh &
trén, do d6 né ciing c6 2 cach td. Clr twong tw nhw thé ta co thé
suy ta toan bd 6 trong bang déu co 2 cach 6.

Suy ra: Khi ¢b dinh trwé'c mau cot va hang dau tién, sé cach t6
phan con lai clia bang chinh bang 2%*¢ cach. Ta cé tdng cong

R canh can c6 dinh & cot diu, C canh can cb dinh & hang dau,
méi canh lai cé 3 cach chon mau, vay sb cach c6 dinh hang va
cot dau la: 3% €. Vay suy ra sé cach t6 mau mét bang 6
vudng R * C la: 377 ¢« 2R €
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B. Banana problem

Tém tat dé bai

C6 N cai thang, sap theo 1 hang ngang. Méi cai thang cé dé dai H. Co R céai day, mbi day c6 do
dai va néi 2 thang tai mét dd cao nhat dinh. Tai mét d6 cao ciia mét thang, chi c6 téi da mot
day néi vao dé. Co B qua chudi xuat hién tai cac vi tri d&c biét, qua tht i c6 vi tri tai dd cao h_i
clia thang |_i. M6i qua sé xuét hién trong x_i gidy rdi bién mét trong y_i giay réi I&p lai. Khéng
c6 day nao ndi vao maét vi tri dac biét.

C6 N con khi, mdi con khi xuét phat tai bac dwéi cung ctia thang. Con khi thtr i mat c_i giay dé
tréo |én mot bac thang, va méat d_i giay dé di qua mot do dai cia gidy. Mbi con khi sé di 1én, khi
gap day sé di qua va khong di nguwoc lai. Khi sé an chubi néu thdi diém khi bwéc vao moét vi tri
d&c biét, vi tri d6 c6 chubi. Hai tbng sb chubi cac con khi an 1a bao nhiéu.

Loi giai

Bai nay cac ban phai doc ki dé va vuot qua cac dir kién mang tinh hu doa ctia BTC.

Néu cac ban doc ki diéu kién ctia bai toan, bai nay c6 thé hinh dung nhw sau: cac con khi sé di
lén, khi gap day thi di ngang, xong lai di 1&n. Khi gap chudi thi &n chudi néu cé.

DAu tién, néu cac ban nhin ki diéu kién ctia thdi gian xuét hién cac qua chudi, cé thé thay tai
mot vi tri, khdng bao gi& ¢ nhiéu hon 1 qua chudi. Hon niva, cac con khi luén di Ién, vi vay di
kién mot con khi néu dén mét vj tri nhiéu 1an cé thé &n nhiéu chudi 1a thira.

Sau d6, ta nhan thay cac con khi luén di Ién va di ngang. Hon niva, chung bat dau tiv cac thang
khac nhau. Ta hay twdng twong: ban dau ta cé day N con khi, danh sé tir 1 -> N. M&i con khi sé
& trén mot cai thang. Khi gap moét day ndi 2 thang A va B, 2 con khi dang trén 2 thang nay sé&
ddi chd cho nhau. Tir d6 ta c6 mdt nhan xét vo cung quan trong: dwéng di ctia cac con khi
trén cac thang la khéng giao nhau, trir tai cac day néi cac thang. Ta lai quay lai mot diéu
kién quan trong khac: tai cac dau day va trén day, khéng cé chudi. Nhw vay, sé khéng cé
qua chudi nao cé thé bj hai con khi di qua.

T hai di¥ kién trén, ta co thé tinh chinh xac, néu mot con khi tdi vi tri dac biét tai thoi diém ¢ thi
né c6 &n dugc chudi hay khdng trong bang phép chia. Néu con khi t&i dwgc vi tri d&c biét tai
thoi diém chudi con ton tai, thi chac chan sé an dwoc chudi.

Ciing tir d6, ta c6 thé thay 1a mét vi tri dac biét cé dung 1 con khi di qua. Mét soi day cling chi
c6 dung 2 con khi di qua. Ta coi day la cac “sw kién”: mét con khi sé di 1én lién tuc, cho t&i khi
gap chudi hodc day. Vi sé sy kién 1a O(n), ta chi cdn md phdng lai cac sw kién la xong.

Code: https://ideone.com/yaY8Cp
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C. Counting Palindromes

Tém tat dé bai
Dém sb luvong sb ddi xirng x gébm n chir sb sao cho x =k (mod p) (t&c1a x mod p = k).
Loi giai

Thuét toan véi » dd nho

Dé tién giai thich, gid st n 1a s6 chan. Khi d6, mét sb dbi xirng sé co dang:

=10""a, + 10" %a, + 10" 2ay + ...+ 10"a,,, + 10" 'a , + ...+ 10%a; + 10a, + a,
n/2 . n2

=Z107a+y 107" a,
n/2 . .

=Y s,a,(v6i s, = (10" + 107" ) mod p)
=1

Bai toan tr& thanh: dém s bd a;,ay,...,a,, (1 <a; <9 va 0<a,<9 v&i 2 <i<n/2)sao cho

Y s;a; = r (mod p). Néu n dii nhd, ta co thé giai bai toan trén bang thuat toan quy hoach dong
j=1
sau:

Goi dpli][r] las6bd a,, a,, ..., ;530 cho Y s;a; = r (mod p) . Khi d6, dap an can tim la
=
dp[n/2][k]. Co s& quy hoach déng: dp[0][0] =1, dp[0][r]=0 V&I 1 <r<p.

Vé&i mdi trang thai dp[i — 1][r], ta duyét 1an lwot cac chiv sb trong pham vi cho phép cla a; (9oi
chir s6 dang duyét 1a d) va thir dat chi» sb nay vao vi tri i. V&i méi d, ta co

i i—1
> s;a; = 3 s;a;+s,d=r+s,d (mod p), do d6 ta cap nhat dp[i][(r +s,d) mod p] += dp[i - 1][r].
PR

Céch lam trén co6 dd phirc tap O(np) . Hién nhién, v&i gi¢i han n < 10", cach lam nay khéong du
nhanh.
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Biéu dién da thirc

Dé cai tién, ta sé biéu dién mbi dong clia bang quy hoach déng trén duéi dang mét da thirc. Cu
thé:

P, = pi:) dp[i][r] * x" = dp[i][p — 1] * ¥~ +dpl[il[p — 2] * ¥ + ... + dp[i][2] * x* + dp[i][1] * x + dp[i][0]
Pap s;\ can tim chinh la hé sb cta x* trong P, .

V&i hai da thtrc 4 = a,x” +... +a,x? + a;x +ay va B =b,xP + ...+ byx* + byx + b, ta dinh nghta tich

cua chung nhw sau:

p-1p-l
_ _ +7) mod
C=A+B= Z Z aibjx(’ /) mod p
i=0 j=0

Binh nghia nay khac vai dinh nghia phép nhan da thirc thong thwdng & chd, bac cta x & da
thirc két qua sé dwoc mod p. Cac tinh chét giao hoan, két hop ciia phép nhan théng thuéng
van sé dung vai dinh nghia mai nay.

Cai tién thuat toan
Y twédng clia ci tién nay 13, ta sé biéu dién viéc cap nhat trang thai tlr dong i — 1 sang dong i
cla bang dp dwéi dang mét phép nhan da thire. Cu thé, xét hai da thiec P, va P, twong tng
véi haidong i— 1 va i clia bang dp. Nhac lai vé qua trinh cap nhat tlr dong i — 1 sang dong i
nhw sau:
e V&imbi d tir lo(i) dén 9 (v&i lo(i)=1néu i=1va lo(i)=0 néu 2 <i<n/2), ta cdp nhat
dpli][(r + s,d) mod p] += dp[i—1][r].

T do, ta co:
p-1 9 p-1 9

P,=% ¥ dpli—1[r]=xC5dmede = (3 dpli— 1[r] = x7) (3 xbdmedr)
r=0 d=lo(i) r=0 d=lo(i)

9
Ta dinh nghia da thirc F,= Y xsdmodr Tl do: P, =P, *F,
d=lo(i)

Pa thirc P,,, c6 thé dwoc khai trién nhw sau:
Py =P, *F,,
=P *Foyp xF

=Py F *Fyx . .xF , *F,,
=F #Fyx . xF ,  *F,,

Ta nhan xét rang, néu p va 10 nguyén té cung nhau (t&rc 1a ged(p, 10) = 1) thi theo dinh Iy
Fermat nho, ta cé: 107 =1 (mod p) . Do d6, v&i i > p, ta co:



s5;= 10"+ 10" (mod p)

=10"" %107+ 107"V % 107! (mod p)
= 10" D 1+ 107D (mod p)

=107 @) 4 oDl (mod p)

=S, (p-1) (Mod p)

Vé&i i>2 thidathire F; dwgc dinh nghia chi phu thudc vao ;. Tlr do, ta co F, = F ., ;) VOi
moi i>p.

T nhan xét trén, ta co thé tinh nhanh P, nhw sau:

Pn/2:F1*(FZ*F3*...*F,,)*(F2*F3*...*Fp)*...*Fz*F3*...*F(n/z)mod@_l)
2-1)/ (p-1

= (Fy* Fyx ..« F)"2 D0 )*F1*Fz*F3*~-*F(n/2)mod(p—1)

Tacantinh A=F,«Fy* ..« F, trongva B=F «Fy* Fy* . *F . . Néutatinh 4
bang cach thwc hién p—2 phép nhan da thirc, d6 phirc tap sé 1a O(p®), khéng dl nhanh véi
gidi han p <2000. Thay vao do, ta sé dung thuat toan quy hoach déng (twong ty 10 gidi v&i n
dd nhd) dé tinh 4 va B trong O(p?).

Khi d6, ta co thé dung thuat toan luy thira nhanh dé tinh 4> V"¢ trong O(p* logn) . Két qua
can tim chinh 1a hé s ctia x* trong A™* /D « .

V&i n 18, cac sb ddi xieng sé c6 dang: a,a,a;..a, 1@, .14, ,--a50,a, - L& gidi dbi vai trwdng hop
nay khéng qua khac biét so vé&i trwerng hop n chan, va xem nhw bai tap cho ban doc. (Ta can
X li riéng trwdng hop n=1).

Lwu y rang, trwdng hop p=2 va p =5 thi p va 10 khéng nguyén tb cing nhau, nén ta khéng
thé ap dung dwoc dinh ly Fermat nhd. Do dé, ta cling can xt ly riéng hai trwérng hop nay.

Do phirc tap: O(p? logn)



D. Dating time

Tom tat dé bai
Dém sb 1an ma kim gi® va kim phut tao thanh mét géc alpha trong khoang thdi gian
[AL : mL; hR : mR], v&i 0 <= hL, hR <=23; 0 <= mL, mR <= 59; alpha € {0, 90, 180} .

L&i giai
Do gi&i han kha nhd, ta cé thé nghi t&i cach tao mang hang trwdc moi két qua cé thé.

Nhan xét 1: khi v&i médi trang thai kim gi® va kim phut tao thanh mét géc bat ki, ta ludn co thé
xem gi® hién tai dang la sé nguyén, va phut hién tai la sé thwe. Do d6 ta cé thé duyét qua 24
gi0, tim nhirng phut thoa man.

Cho don gian, goi gio hién taita dang xétla h:m (h € N,0<=h <= 23; m € R,0<=m <60).

Tinh chét 1: sau mdi gi®, kim gi sé& di chuyén moét géc 30 do, sau mdi phut, kim gi¢r sé di
chuyén mot goc 0.5 dd. Vay tai gi& hién tai, kim gi& dang tao thanh 1 géc béng
(30 * A + 0.5m) so voi vi tri cda no tai 0 gio.

Tinh chét 2: sau méi phut, kim phut sé di chuyén mét géc 6 do. Vay tai gior hién tai, kim phut
dang tao thanh 1 géc bang 6m so véi vi tri clia né tai 0 gio.

Vay goc tao gitra kim gi® va kim phut hién tai la:
30« h + 0.5m — 6m| = [30*h — 5.5m| = alpha
T&i day ta co6 phwong trinh 2 &n, nhwng nhan thay ta c6 thé duyét qua moi #, do d6 ta cé thé
tim m bang cach pha dau tri tuyét déi di:
o |30xh — 5.5m| = alpha < 30+h — 5.5m = alpha N30*h — 5.5m = —alpha.
e Luwuyrang-90 = 270 trén modulo 360.
Gi6i han bai toan nay kha nhé nén cé 1 cach khéac la tinh tay tat ca cac trwong hop ra rdi sau
do6 dung mang hang (chi cé 88 trang thai thod man).
Code tham khao:
e Mang hang: https://ideone.com/0OibR6e
e Trwdng hop alpha dac biét nhw dé bai: https://ideone.com/pD17iE
e Trwong hop véi alpha bat ki ndm trong doan [0, 180]: https://ideone.com/uuwnBY
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E. Easy Query

Bai toan phu 1:

Cho 1 day A[1..n] (1 <= A[i] <= 10 * 5), cho céac truy van L, R, tinh tdng cac sb phan biét trong
doan L, R. D& don gian I&i giai, coi Afi] la mau cla sé the i.

Dé giai bai toan trén, can x ly offline cac truy van theo thi ty ting dan vé R. Khi ting R 1&n 1
don vi, ta thdy rang chi can gil lai 1an xuét hién cudi ciing cla 1 s, tir day ta co6 thé dung 1 ciu
tric di liéu bat ki (BIT/Segment Tree) hd tro truy van thém va 13y téng.

Bai toan phuy 1.1:

Cho 1 day A[1..n] (1 <= A[i] <= 10 * 5), cho céc truy van L, R, low, high, tinh téng cac sé phan
biét v trong doan L, R va low <= v <= high.

Ta van xt ly offline cac truy van nhuwng gi¢r day ta phai dung segmentTree 2D dé truy van
nhanh 1 doan mau lién tiép. M&i nit segment tree c6 thé sir dung 1 cau tric nhw da néi & bai
toan 1.

Bai toan phu 1.2:
Cho 1 day A[1..n] (1 <= A[i] <= 10 * 5), cho céc truy van L, R, low, high, k hdi cé bao nhiéu sé
phan biét v trong doan L, R xuét hién it nhat k 1an va low <= v <= high. (k <= 3)

Duy tri k segment tree phan biét, véi mdi mau duy tri 1an xuét hién gan th k, gidi twong tw bai
toan phu 1.1.

Dén day, ta thay rang v&i dé bai ban dau, néu ta tim ra dwoc va bd di mau nhé nhat va mau 16n
nhét trong truy van thi d& bai dwa vé bai toan phu 1.2. D& x& ly nhanh phan nay, cé thé st dung

persistent segment tree dé tim va x& ly trong O(nlog*2n)

Code tham khao: https://ideone.com/KewQOac
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F. Fair Bandwidth Sharing

L&i gidi bang tiéng Anh

Code Lang Trung Hiéu
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G. Generating Numbers

Tém tat dé bai
Cho hai loai phép bién d6i mét sd nguyén dwong x:

e Tang x Ién 1

e Tao sb méi khong bat dau bang chir sb 0 bang cach dbi chd tuy y cac chiv sé trong x .
Cho biét s6 phép bién dbi it nhat dé& nhan dwoc sb nguyén duwong y tr x=1.

Gidihan: 1 <y < 10°, 6 <1000 bd di¥ liéu vao.

L&i gidi
Ta ki hiéu z, = 10" =100...0 (n—1 chir s 0).

Goi n la s chiv sb6 cé nghia cla y .
Dé tao dwoc y trwdc hét can tao z, .
e Xuétphattyr z, =1 tao dwoc z, = 10 v&i 9=10—1 phép bién dbi.
o Tz, =10 tao dwoc z; = 100 v&i 19 =20—1 phép bién dbi:
o 10—-19—>91 —-99 — 100
(sb6 phép bién ddi lan lwotla 9, 1, 8, 1)
e T z, =100 tao dwgc z, = 1000 v&i 29 =30—1 phép bién ddi:
o 100 — 109 — 190 — 199 — 991 — 999 — 1000
(s6 phép bién ddi lan luvotla 9,1, 9, 1, 8, 1)

e Bang phwong phap quy nap dé dang chirng minh dwoc rang tir z,_, dé dan xuét z,can
10 % (n—1)— 1 phép bién dbi.
Nhuw vay, sd phép bién déi can thiét dé tv 1 dan xuétra z, la

n—1
Y (10%i—1)
i=1

Gia thiét y = aya,a,..a,; trongdd 0<a,<9, a,>0.
T z,,néu a, #1 thitacan a,+1 phép bién dbi dé dwa chi sb trai nhat vé a,:
e 100..00 — 100...0a¢, — a,00...01
(s6 phép bién dbi lan lwot 1a a,, 1)

Néu a, = 1thi khong can thwc hién bién doi
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V&i mbi a; # 0 tiép theo chwa phai la chi s6 cubi cung:
e Trwong hop a,#1 :
o D& nhan dwoc chi» sb @, # 0 tiép theo can thyc hién (a,— 1)+ 1 = a, phép bién
doi
o Vé&icac a,+0 con lai: Can thwc hién a; + 1 phép bién ddi.
e Truwong hop a, = 1: Can thyc hién ai+1 phép bién dbi.
V&i chir s6 cudi cung: xét twong tw, nhwng bét 1 phép bién dbi vi khdng can dbi vi
tri.

Trwong hop déc biét: y chi chira mot chiv sé khac khéng (vi du, y = 600 ), khi d6
can tinh s6 phép bién dbi d& nhan dwoc y —1 va thém 1 nira dé nhan dwoc .

Cac sb can xt ly nén lwu & dang xau dé dé dang tinh do dai (sb lwgng chi s6) ciing
nhw lay ra tirng chir s6.

Vé&i mbi sb, dd phirc tap cla gidi thuat 1a O(n), trong d6 » 1a do dai ctia sb can xir
ly. Do n <9, ta c6 thé coi dd phirc tap x& ly méi sé 1a O(1).
Nhw dé phirc tap cua toan bai toan la O(7).



H. Hanjie

Tom tat dé bai
Ta can dém sbé cach t6 mau 1 bang cé kich thwdc r * cthanh 2 mau trang, den, véi yéu ciu nhw
sau:
e V&i mbi hang/cot, co moét mang manh méi la a,,a,, ..., a, , ta cén t6 hang/cot d6 bang
mau tréng, den sao cho:
Bé&t dau béi mot sé 6 tréng lién tiép (céd thé khéng cé)
Tiép theo 1a a, 6 den lién tiép
Tiép theo 1 it nhat 1 6 tréng lién tiép
Tiép theo 1a a, 6 den lién tiép
Tiép theo la it nhat 1 6 tréng lién tiép

O O O O

Tiép theo 1a a, 6 den lién tiép
Cudi ciing 1a mét sb 6 trang lién tiép (c6 thé khéng cd)
Gidihan: 1 <r,c <6

o O O O

L& giai
Gioi han bai nay kha nhé, ta nghi t&i viéc backtrack, nhwng néu backtrack mét cach ngay tho,
dd phirc tap cé thé 1én t&i 02" * (r + ¢)). Ta c6 thé gidm dd phirc tap béng cach:
e V&i mbi hang, tinh truéc cac trang thai théa man cac manh méi. M6i hang c6 nhiéu nhét
10 trang thai thda man manh méi. (Trwong hop r = 6 va manh méi cé duy nhat 2 sé 1).
e Sau do, khi backtrack, thay vi chi duyét qua tirng trang thai ctia 1 6, ta duyét qua trang
thai ciia ca 1 hang thda man cac manh méi (nhw trén, nhiéu nhat 10 trang thai).
e Sau khi hoan thanh cac hang, ta chi viéc kiém tra xem cac cot cé thod man manh méi
hay khéng.
Do phirc tap: O(cni[1] * cnt[2] * cnt[3] ... * cnt[r] * cost), v&i cnt[i]la sb trang thai thda man
cta hang i (cnt[i] <10), cost 1a chi phi kiém tra cac cot cé thoa man hay khéng, viéc kiém tra
co thé thye hién d& dang trong O(r * ¢), nén dd phurc tap sé xap xi 10° * 36
Code tham khao: https://ideone.com/9yAJ18
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|. Inspecting lllumination

Tom tat dé bai

Pay la dang bai interactive

C6 n béng dén, nbi véi n cong tac khac nhau. Méi 1an truy véan, ta cé thé bat 1 sb cong tac, va
biét dwoc nhirng bong dén nao dwoc bat sang. Bugc siv dung nhiéu nhéat 32 truy van nhw trén,
can tim ra méi cdng tac diéu khién bong dén nao twong &ng.

Gidi han: » <1000

Lo gidi

Dé dang nhan thay tir gi¢i han cla dé bai, ching ta can phai nghi ra phwong phap truy van hop
ly chi trong log2(n) thao tac. Cac phwong phap twong (rng gdm c6 tim kiém nhj phan (nhw rét
nhiéu bai interactive khac, lol), hay chia dé tri, x( ly bit,... Nhwng tim kiém nhj phan l1a moét diéu
mo ho trong bai toan nay, nén chung ta hay thir nhin vao cac phwong phap con lai.

Vay chung ta bat dau tir dau?

- Hay thr chia tap cac codng tac lam ddi: mot bén tir 1...n/2, mot bén tlr n/2+1...n, sau dé
dung truy van #1 dé hadi theo tap hop trén. Vay, ching ta da phan biét dwoc tap hop n
bong dén thanh 2 dac tinh: mot bén sang trong truy van #1, va 1 bén téi trong truy van
#1.

- Véitruy van 2, chang ta sé tim cach chia dbi tiép. Gid chung ta chéng 1& hdi danh vao
tirng tap hop da chia ra sao: héi tr 1...n/4 4? Cach nay sé thiéu hiéu qua va khi n da 16n
thi né du dé khién thuat toan vwot qua gi¢i han. Thay vi thé, ching ta sé& héi sao cho dé
chia d6i dwoc ca 2 tap hop da dwoc chia ra cing luc (Cu thé, hay héi cac cong tac tir
1...n/4, n/2+1...3n/4). Sau bwéc nay, ching ta sé phan biét dwgc 4 loai déen rng v&i cac
cong tac theo cac truy van da héi: cac loai sang & ca 2 truy van, cac loai tdi & ca 2 truy
van, cac loai sang & truy van #1, t6i & truy van #2, va céc loai t6i & truy van #2, sang &
truy van #1.

- Véi truy van #3, lam twong tw, chiing ta sé chia dwoc tap hop cac bong dén thanh 8 tap
hop khac nhau dwa vao két qua 3 truy van da hoi.

- Cw chia nhw vay, twong tw, sau log2(n) truy van, ching ta biét dwgc n béng dén (rng voi
n céng tc nhw thé nao.

Véi tw twdng chia tap hop va hdi gdp truy van nhw trén, bai toan nay cé thé giai quyét dé dang
chi sau ceil(log2(1000)) = 10 truy van.

Vé phan trinh bay, cac ban hoan toan cé thé chia n rdi cat déi trng doan nhw trén. Mét cach
dep mét hon 14 ban cé thé chia theo biéu di&n nhj phan cta cac chi sb, két hop cling véi cac
toan tr bitmask dé cho bai toan bét cdng kénh phan x( ly toan hoc. Cu thé:

Truy van #1 bat cac cong tac: 1, 3, 5, 7, ... (cac chi s6 c6 bit 0 bat)

Truy van #2 bat cac cong tac: 2, 3, 6, 7, 10,... (cac chi sb co bit 1 bat)


https://danang19.kattis.com/problems/inspectingillumination

Truy van #3 bat cac cong tac: 4, 5, 6, 7, 12, ... (cac chi sb c6 bit 2 bat)
Truy van #i bat cac cong tac cé bit (i-1) bat.

Khi d6, ban nhan biét dwoc céng téc nao nbi véi bong dén nao dwa vao trang thai bit ctia chi s6
trén cdng tac d6. Chang han, ban biét cong téc 13 (nhj phan: 1101) ndi véi béng dén x nao doé
khi bédng dén x dy bat trong truy van 1, tat trong truy van 2, bat trong truy van 3, 4 va tat trong
tt ca cac truy van sau do).

Do phtre tap: O(n*log2(n))

Code: https://pastebin.com/VyVUenr4



https://pastebin.com/VyVUenr4

J. Justice for Ants

Tom tat dé bai

Cho mét cay (dd thi vd hwéng khong chu trinh) véi N dinh, méi dinh ban dau dwoc gan mot gia
tri. C6 O truy van, méi truy van la mot cap hai dwong di d dai bang nhau trén cay, yéu cau cac
cap dinh theo thir tw xuat hién trén hai dwong di can phai cé gia tri bang nhau. Tai mét buéc, ta
c6 thé thay dbi gia tri cia mot dinh mot lwong ¢ * k£ + 1(cOng hodc trir) véi ¢ 1a mot sb nguyén
bat ki va k la mot s6 nguyén cho trwdc. Can thay ddi gia tri clia cac nut theo cach trén dé thoa

man cac yéu cau voi sb budc it nhat cé thé.

Gidihan: 1 <= N <= 5% 10,1 <= Q0 <=2 % 10°, 1 <= k <= 10°.

Loi giai
Dé don gian, ta sé chia bai toan ra lam hai phan chinh:
e Cho mét day cac gia tri a,, a,, ..., a,, tinh s6 thao tac nhé nhat Gé dwa cac gia tri nay vé
bang nhau.
e Cho céac truy van dang hai dwdng di nhw dé bai, nhom tat ca cac dinh can c6 gia tri bang
nhau lai thanh nhiéu tap phan biét.

Trwdc hét ta sé di gidi phan khé nhét clia bai toan, bai toan con thé nhét.
DPA4u tién quan sat cac trwong hop nhd véi ta co:

e & = 0thi mdi buwdc, ta cé thé cdng hodc trir 1 mot gia tri trong day, nén cach lam téi wu
la cong trir d& dwa tat ca cac sb trong day vé trung vi.

e k = 1thi méi budc, ta cd thé cong hodc trir mot gia tri trong day moét lwong bét ki, nén
cach lam téi wu 1a dwa tat ca gia tri vé gia tri xuat hién nhiéu lan nhéat.

V6i ca trwong hop & 1én, nhan thdy mdi buwdc thay ddi, ta co thé thay ddi mot gia tri 1&n mot
lwong ¢ * k bat ki, kém theo modulo k cla gia tri d6 thay ddi 1 hodc — 1.

Gia str can dwa sb x trong day vé mot gia tri vnao do, ta cé thé 1am nhw sau:

e Néu x = v sbthaotaclao.

o Néu xmodk # vmodk ,vi mbi bwdc ta co thé nhay Ién mot lwong ¢ * & bat ki nén chi
duy nhét khodng cach vé& modulo 1a quan trong. Trong trwdng hop nay, sé buéc nhd
nhat la min(abs(x mod k — v mod k), k — abs(x mod k — v mod k)).
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e Néu xmodk = v mod k thi ta tébn dung 2 bwéc dé dwa x vé v. (Ban doc tw c/m).

Vay v&i mdi modulo k bét ki, ta cé thé chia vong tron modulo thanh cac khodng cé cong thirc
khodng cach giébng nhau, tinh téng sé buwdc dé di chuyén méi khodng. D& duy tri cac khoang, ta
c6 thé nhan d6i mang modulo va st dung ki thuat two-pointer. V&i cac sb ¢é cung modulo k , rd
rang ta s& chon sb c6 sb lan xuat hién nhiéu nhat dé 1am dich.

Cac gia tri modulo quan trong

R rang trong trudng hop xau nhét, ta c6 thé c6 dén N tap phan biét va dé phurc tap tinh toan
c6 thé 1én téi O(N * K).

Nhwng quan sat rang véi mot ddy c6 M phan tk, ta cd O(M) gia tri modulo can quan tam. Vi
mdi gia tri x trong day, dat f(v) 1a khodng cach nhd nhat dé di tv x mod k dén v mod k. Ta hoan
toan c6 thé chia ham 7(v) thanh cac khodng déng bién, lwu lai cac chét cuc tri ctia f(v) va 2
diém xung quanh dé. D& dang chirng minh dwoc véi moi x thi 7(v) cé khéng qua 3 diém cuc
tri phan biét, do do6 véi méi x, ta co tbi da 9 gia tri modulo can quan tam. (Ban doc tw c/m).

Bai toan con thw hai 13 tir cac truy van cdp dwdng di, dwa cac sb can co gia tri bang nhau vé
cung mét tap.

Trwdc hét, ta sé& tim cach giai quyét cho trwong hop dé, véi mét cay bamboo (doan thang voi
p; = i — 1). V&i trwdng hop nay, ta sé st dung ki thuat chia dé tri, cy thé nhw sau:

Xét log,(N) dd thi phan biét, hai dinh « va v lién théng & d6 thj ther i thi tht ca cac cap gia tri
(u,v), w+ 1,v+1),.,u+2 —1,v+ 2" - 1) can phai bang nhau.

Dén day, rd rang cach truy van trong dé bai ta hoan toan c6 thé tach ra lam log canh trén log
db thi.

Lan lwot xét cac do thj ttr log,(N) vé 0, néu hai dinh u, vlién théng v&i nhau & do thi i thi ta
can thém hai canh xuéng ddthi i — 1: (u, v), w + 27", v + 27 1.

R& rang, néu ta duyét qua tat ca cac cap dinh lién théng tai mot dé thi, thi dd phirc tap khong
khac gi so v&i thuat toan duyét trau. Nhwng cé6 mét nhan xét 1a tinh lién théng ¢é tinh chat bac
cau, do dé véi mbi thanh phan lién théng trong d6 thi i ta chi can chon ra mét dinh dai dién va
thém canh & i — 1 tir dinh d6 dén cac dinh khac trong thanh phan lién théng, nhw vay, tinh lién
théng cla tAt c& cac cdp dinh & d6 thi i — 1 khong thay doi.



Quay lai bai toan v&i hai dwéng di trén cay, ta nhan thay rang viéc chia thanh log,(N) do thi
hoan toan c6 thé lam twong tw trén cay, chi thay déi & dinh nghia ctia cac dinh. Bay gid néu hai
dinh « va v lién thédng véi nhau & d6 thj i thi tat ca cac cap gia tri sau can phai bang nhau:

W, v), (p,(1), p,(1), .o (2" — 1), p,27 — 1)) V&i p(y) latd tién thk y cla x.

Bai toan bay gi® tré nén phirc tap hon, do mdi duwéng di ¢ thé déi hwéng mot Ian tai LCA cla
hai mut. Do d6 tai mdi dd thj, ta can dwng thém moét dinh ngwoc cla dinh u (danh sb1a u + N)

véiy nghia twong tw « nhwng theo chiéu nguoc lai.

Cu thé viéc chia dwéng di vao cac db thi thé nao thi rat dai nén minh xin nhwéng phan nhap +
casework lai cho ban doc (hoac xem code ciia minh & day).

Dé practice ky thuat chia dé tri & trén cac ban c6 thé submit bai (hodc xem editorial) & day.


https://ideone.com/S682dS
https://www.hackerearth.com/practice/data-structures/disjoint-data-strutures/basics-of-disjoint-data-structures/practice-problems/algorithm/classic-task-39656dbf/

K. Keep It Sorted

Tom tat dé bai
Co6 mét hoan vi a,, a,, ..., a, (n <100). M&i phép bién ddi ta cé thé thyc hién nhw sau:
e Chon mot doan con lién tiép [L, R] cGa hodn vi a sao cho doan con nay da dwoc sap
tang dan hodc giam dan.
e Dao nguwoc doan con doé.
Can thyc hién nhiéu nhat 191 phép bién dbi dé bién hoan vi « thanh sap xép tang dan.

L&i gidi 1: Thuat chwa chuén
V&i bai nay cé twong dbéi nhiéu |oi gidi, dau tién hay xem xét |&i gidi dung 2n — 2 phép bién déi
sau day:

e B&t dAu vai 1 vi tri bat ki trong hoan vi a. Tam goi d6 1a vi tri i, tw twéng la ta sé né
réng phan t&r i nay dan dan ra hét hoan vi (nghia la lan lwot thém céac phan tir ciia hoan
vi a . Dau tién, 1an lwot thém nhitng vitri (i + 1), (i + 2), (i + 3), ..., n vao nhw sau:
Gia st hién tai ta da c6 day con a,, a,, |, ;. ,, ..., a, 33 dwoc sap xép tang dan, ta can
thém phén t& «,, , vao day con kia nhwng van gitr tinh sdp xép cla no.

o Trwong hop a; <a,, . Tredng hop nay ta khong tén phép bién déi nao, thém
phan tlr / + 1 vao thi day con van gil tinh sap tang dan.

o Trwong hop a,,, < a;. Trwdng hgp nay ta co thé dao nguwoc day [i, /] sau d6
dao ngwocday [i, [ + 1].

o Nguwoc lai, tim & 1&n nhét thudc doan [i, /] thoa a,,, <a,.Sau dé dao nguoc
day [k, /] roi tiép tuc ddo ngwoc day [k, [ + 1].

e Viéc thém cacphanti twvitri 1, 2, ..., i — 1 cling c6 thé lam twong tw. Ta thAy méi lan
thém 1 phan t& vao day con dang xét thi mat nhiéu nhét 13 2 phép bién dbi, vay trudng
hop xau nhattamat 2 = (n — 1) = 2n — 2 phép bién doi.

Néu ap dung thang thuat toan nay thi ta khong chac sé dung it hon 191 phép bién ddi dworc, t&i
day ta c6 thé “cai tién” n6 nhw sau:

e Thay vi thém toan bd phan bén phai i + 1, i + 2, ..., n rdi sau d6 m&i thém phan con lai
tv 1, 2, ..., i — 1 thita co thé luan phién lam xen ké viéc thém nay dé tan dung nhirng
trudng hop khodng tdn phép bién déi nao. Ngoai ra ta cé thé thir chon cac vi tri bat dau
khac nhau. Cach nay khong phai la chudn nhwng rat khé dé sinh test giét, va thuat nay
AC hét bo test.

Code AC c6 thé tham khao & day: https://ideone.com/QfNGal
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Loi gidi 2: Thuat thod man sb buéc yéu cau.
Thay vi bién dbi tir hoan vi cho trwdc vé hoan vi chuan, ta sé tim cach bién dbi hoan vi chuan
vé hoan vi cta dé bai.
C6 mot cach lam rat don gién (tbn 27 — 2 bwéc) nhu sau:
e V&imbi 2 budc, ta sé cd gang lam ting d6 dai prefix tring nhau cia 2 hoan vi lén 1.
e Vidutadangcéhoanvi (1, 2, 3, 4, 5, 6, ..., n) va hoan vi dé bai c6 dang
(5,2 22,9, .., ?), tasétim cach dwa sb 5 |&n diu, hay néi cac khac la bién ddi hoan
vi dang c6 thanh: (5, 1, 2, 3, 4, 6, ...,n). Viéc nay c6 thé thwc hién bang 2 truy van
(1,R), (2, R), v&i R 1a vj tri ciia sé dang can dwa vé dau. Sau d6 do 2 hoan vi da co
prefix tring nhau nén ta c6 thé xem nhw ta da xoa phan t&r dau tién di va lam lai tr dau.
e Code tham khao cho thuat nay: https://ideone.com/GMrxGo
Mot s6 nhan xét dé cai tién thuat & trén:
e Sau méi 2 bwdc, prefix trung nhau lai tang lén 1, néi cach khac, phan khac nhau 1a phan
suffix.
e V&i n nhd (n <8)ta co thé viét thuat toan BFS dé tim dwdng bién déi ngan nhét gitra
cac trang thai. Sau khi khao sat thi ta c6 mét nhan xét sau: véi hoan vi d6 dai », lubn cé
cach bién déi né vé& mot hoan vi do dai n khac véi sd bwéc nhidu nhatla (n — 1).
Két hop 2 nhan xét trén ta co thuat toan nhw sau:
e Ban dau dung thuat toan 2(n — 8) bwdc dé tao ra mot hoan vi co prefix dd dai (n— 8)
trung v&i hoan vi dé bai. Sau dé 8 phan tir con lai dung BFS dé bién ddi tiép.
e Sbébudccandungla: 2(n—8) + 8 — 1) = 2n —9 <2100 — 9 = 191.
Code tham khao cho thuét trén: https://ideone.com/GIDAKQ

Cau hoi
1. Héi: tai sao khéng dung BFS cho 1&i giai 1, vi sd budc cling twong dwong.
Tra I&i: Nén nhé 1a & 161 gidi 2, 8 phan tir khac nhau luén nam & cudi clng, vi vay sb
trang thai la 8! (vi ta chi tac déng |én 8 phan tir d6). Con & 1&i giai 2, du c6 8 phan to

khac nhau nhwng né vira c6 thé ndm & dau, vira c6 thé nam & cudi, vi vay sb trang thai
can quan tam la Ién hon.


https://ideone.com/GMrxGo
https://ideone.com/GlDAKQ

L. Latin Square

Tém tat dé bai
Mot bang 6 vudng duoc goi la bang dep néu méi s6 tir 1 dén n xuét hién trong mdi dong va méi
cot dung 1 lan.

Cho mét bang 6 vudng n*n, trong dé da dién sén n*k sb (gébm k sb nguyén phan biét, méi sb
xuét hién dung n 1an) sao cho khéng tén tai hai sé nguyén cting dong hoac cung cot cé gia tri
gibng nhau. Hay dién sb vao cac 6 con lai dé tao thanh mét hinh vuéng dep.

Lo giai
Khéng mét tinh téng quat, gid st n*k s6 da dién sén gdmnsé 1, nsb 2, ..., n sb k. Ta goi mot

bang béat ki 1a bang t6t néu khong ton tai hai s6 nguyén cung dong hodc cling cot ¢ gia tri
gibng nhau. Bang t di¥ li&u vao ban dau sé ludn 1a bang tét.

Trwdc hét, ta xét bai toan don gidn hon, chi yéu cau dién tiép n sb k+1 vao bang sao cho bang
van tét. D& thyc hién, ta can chon n 6 tréng trong bang, sao cho khéng cé hai 6 nao cung hang
hoac cung cot v&i nhau.

Bai toan nai trén co thé gidi bang thuat toan tim bd ghép cuc dai. Ta tao mét do thj hai phia,
phia bén trai gdm n dinh (dinh the i dai dién cho dong th( i), phia bén phai gédm n dinh (dinh thi
i dai dién cho cot thir i). Néu 6 (i, j) 1a mot 6 tréng, ta thém canh ndi gitra dinh i bén trai va dinh j
bén phai. Khi d6, mdt bé ghép hoan hdo (mét cach chon n canh sao cho khéng cé dinh nao ké
qua 2 canh trong sé cac canh dwoc chon) sé twong dwong véi mot cach chon n 6 trdng trén
bang sao cho khong c6 hai 6 nao cung hang va cung cét v&i nhau.

Vi dy, v&i bang:

Thi d thj hai phia twong (rng véi bang trén nhu sau:
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Mot bd ghép hoan hao tim dwoc 1a (1, 1), (2, 4), (3, 2) va (4, 3). Twong tng v&i bd ghép trén la
caco6 (1, 1), (2, 4), (3, 2) va (4, 3) trong bang.

3 1 2

1 2 3
2 3 1
1 2 3

Bai toan tim bd ghép cwc dai trén do thj hai phia la mét bai toan cb dién, cé thé dwoc gidi bang
thuat toan dwdng m& (Augmenting Path) trong O(VE) hoac thuat toan Hopcroft-Karp trong
OENV)vai V 1a sb dinh, E 1a sb canh.

DPodng thdi, ta cling c6 nhan xét rang, viéc chon n 6 tréng néi trén ludn cé thé dién ra. V&i mot
bang tbt bat ky ma mdi s6 tir 1 dén k xuét hién ding n I1an thi ludn tdn tai cach chon n & tréng
sao cho khéng cé hai 6 nao cuing hang hoac cung cot véi nhau. Noi cach khac, db thi hai phia
twong ng véi bang nay ludn ton tai bd ghép hoan hao.

Ta sé& chirng minh diéu nay bang cach ap dung dinh Iy Hall (Hall's Marriage Theorem). Dinh ly
dwoc phat biéu nhu sau:

Goi G la mét db thi hai phia, véi hai tap dinh cla hai phia lan lwot 1a X va Y (khédng mét tinh
tébng quat, gia st |X| < |Y|). V&i mot tap con W clia X, goi Ng(W) la tap céc dinh thudc Y ké véi it
nhét mot dinh thudc W. Khi d6, ton tai mét bd ghép bao phu tat ca cac dinh cla X khi va chi khi
v&i moi tap con W cua X, ta cé |W| < [Ng(W)).


https://en.wikipedia.org/wiki/Hall%27s_marriage_theorem

Déi v&i bai toan trén, tap X la tap dinh twong rng v&i cac dong va tap Y la tap dinh twong tng
v&i cac cot. Tap X va 'Y déu co kich thuwéc N, do d6 bd ghép bao phu tat ca cac dinh ctia X ciing
chinh la bd ghép hoan hdo. Diéu kién cla dinh ly Hall s& twong dwong véi diéu kién: véi moi
tap S bat ki gdm p dong trong bang, sé ludn cé it nhat p cot co it nhat mot 6 trdng nam tai mot
dong thudc tap S.

Ta xét mot bang tdt gdm cac sb tir 1 dén k (mbi sb6 xuat hién dung n 1an). Trwdc hét, ta nhan xét
rang, mbi dong va méi cot clia bang sé ludn cé dung N - k & tréng (do mbi dong va méi cot déu
chtra cac s6 tr 1 dén k, mdi sé dung 1 1an).

Xét mét tap S gébm p dong trong bang. Gia str c6 nhiéu nhat p-1 cot c6 it nhat mot 6 tréng ndm
tai mot dong thudc tap S. Khi do, sb 6 tréng clia cac dong thudc tap S nhiéu nhéat sé 1a (N - k) *
(p - 1). M&t khac, do mdi dong cé N - k 6 tréng, cac dong trong tap S sé c6 tbng cong (N - k) * p
6 trébng (mau thuan véi viéc cac dong thudc tap S cé nhiéu nhat (N - k) * (p - 1) 6 tréng). Do d4,
¢ it nhat p cot 6 it nhat mét 6 tréng nam tai mot dong thudce tap S, va diéu kién cta dinh ly
Hall dwgec dam bao.

Tré vé véi bai toan ban dau, ta can dién tiép cac sb tiv k+1 dén n vao bang, méi sé dang n lan,
sao cho bang két qua 1a bang tét. Dé giai bai toan nay, véi méi x tr k+1 dén n, ta sé timtap n 6
con tréng trén bang sao cho khéng cé hai & nao cung hang hodc cuing cot véi nhau, roi dién sé
X vao n 6 tim dwoc. (ta cling nhan thay rang khéng cé trwedng hop nao in ra ‘NO).

Do phire tap: O(n®) vai n 1a kich thwéde clia bang.



M. Moscow Dream

Tom tat dé bai

Mot bo dé duwoc xem l1a hay néu nhw né c6 dang » bai, trong d6 cé it nhat 1 bai dé&, 1 bai trung
binh, 1 bai khé. Hién cd «bai dé, bbaitrung binh, ¢ bai khd. Hay xac dinh xem ¢ thé tao dwoc
mot bo dé dep hay khong.

Lo giai
Gioi han bai nay kha nhd, ta co thé [am véi d phirc tap O(a * b * ¢) nhw sau:
e Duyét x, y, zlan lwot 1a sb bai d&, trung binh, kho, kiém tra x + y + z = n ¢ ding hay
khoéng.
Hoac cach lam O(1):
e DA ton tai it nhat 1 bai d&, trung binh, kho, hién nhién phai thoa diéu kién:
(a>= 1&&b >= 1 && ¢ >= 1), xong ta can kiém tra c6 thé tao dwoc » bai, nén can
kiém tratdbng (a + b + ¢ >= n). Chuwa hét, dé tao dwoc dé thi ta cAn thém diéu kién »
phai I&n hon hodc bang 3, minh ngh rat nhiéu doi sai bai nay vi 16i khong kiém tra diéu
kién dé. Tém lai, ta chi can kiém tra:
(a>1&&b > 1&&c> 1&&a+ b+ c > &&n >= 3).
Code tham khao: https://ideone.com/xB527H
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