A. Cable Car
Dé bai yéu ciu thém moét trong K dwdng di cho trwéc dé dwong ditr S dén T la ngén
nhét. Gia sv ta chon thém vao dwdng di tr (2 chiéu) u dén v véi trong sb 1a w. Khi d6,
dwong di ngan nhat tv S dén T sé trd thanh:

min(dist(S, T), dist(S, u) + w + dist(u, T), dist(S, v) + w + dist(u, T)),
véi dist(u, v) 1a dwéng di ngén nhat tlr u dén v trong dé thi ban dau.

Nhw vy, ta can tinh dist(S, u) va dist(u, T) v&i moi dinh u mét cach hiéu qua. Diéu nay
c6 thé thwe hién dwoc bang cach str dung thuat toan Dijkstra tir dinh S va dinh T

Lwu y: dé tinh dist(u, T), ta c6 thé ddo nguoc chiéu cla cac canh trong dd thi ban dau
roi chay Dijkstra tir T.

Thuat toan chay trong thoi gian O((n+m) * log(n+m) + k).

B. Conservation Area
Vé&i bai toan nay, ta cé thé gia st n khéng nhé hon 3 (v&i n < 3 ta c6 thé xét riéng rat dé
dang). Xét bd 3 diém A i, A_j, A_k doi mdt khac nhau bét ki, ta dinh nghia C(i, j, k) 1a
dwong tron nhd nhat chira ca 3 diédm A i, A_j, A_k. Ta co:
+ C(i, j, k) la dwdng tron ngoai tiép tam giac (A_i, A_j, A_k) néu tam giac dé nhon.
+ C(i, j, k) 1a dwdng tron nhan canh goc tu 1a dwdng kinh néu tam giac dé tu.
Ta sé& chirng minh két quéa bai toan chinh 1a gia tri I&n nhat cta C(i, j, k) (tam goi la P).
That vay, goi R 1a dwéng tron nhd nhat chiva tat ca cac diém, dé thay R >= P. Nhw vay
ta cAn chirng minh P chra tat ca cac diém.
Gia str P = C(j, j, k) va ton tai x sao cho P khéng chira A_x. Xét 2 trwdng hop:
1. Tam giac (A_i, A j, A k) tu tai k => P nhan (A_i, A_j) 1a dwong kinh. Vi A_x nam
ngoai P nén tam giac (A _i, A j, A_x) nhon => C(i, j, x) la dwdng tron ngoai tiép
cta (A_i, A j, A x). D& thay C(i, j, x) > P, vo li.
2. Tam giac (A_i, A_j, A_k) nhon => P |a dwéng tron ngoai tiép. Ta ciing co thé
chirng minh dwgc mét trong 3 dwong tron C(i, j, x), C(j, k, x), C(k, i, X) co ban
kinh I&n hon P.
Nhuw vay, ta c6 thé duyét qua tat ca cac bo 3 diém co thé dé tinh két qua trong O(n”3).
Ngoai ra, cé mét cach giai hiéu qua hon cho bai toan nay la thuat toan Emo Welzl, chay
trong dé phure tap ki vong l1a O(N).

C. DJ Music Mixer
Ta bat dau véi cong thire Quy hoach dong: F(n, k) 1a sb cach chon ra n ban nhac véi
tbng thoi gian la k:



F(n, k) = sum{ F(n-1, k-i) * A[i] }, 0 <=i<=Kk
Trong d6, A[i] 1a sb ban nhac c6 thoi lwgng bang i.
Néu ta dinh nghia mét da thirc G_n(x) = F(n,0) + F(n,1) * x + F(n,2) * x? + ... thi G_n(x)
= G_(n-1)(x) * G_1(x). Do do, G_n(x) = G_1(x)", v&i G_1(x) = A[0] + A[1] * x + A[2] * x2 +

Ta c6 thé tinh nhanh Iy thira k ctia mét da thirc bac n véi dd phire tap O(M(n) * log(k)),
véi M(n) 1a d6 phirc tap dé nhan 2 da thirc bac n. Sr dung Number Theoretic
Transform cho M(n) = O(n * log(n)). Nhw vay d6 phirc tap clia thuat toan la O(n * log(n)
*log(k)), trong dé n = 50000.

D. Drawing Desk
Vi K = 1, bai toan tré thanh tim mét diém bi chira bdi nhiéu hinh chir nhat nhat. Day la
mot bai toan cb dién, gidi bang phwong phap sweep-line két hop cau tric dir liéu
Segment Tree, cu thé nhw sau:
+ Ta coi mbi cot la mét “thdi diém”, duy tri moét Segment Tree dé tim 6 bi chra bdi
nhiéu hinh chi¥ nhat nhét tai tirng thoi diém.
Tai thoi diém 0 (cot 0), tit ca cac 6 déu co 0 hinh chi¥ nhat chira ching.
+ V&i mbi hinh chir nhat c6 goc tréi trén 1a (x, y), géc phai dudi la (u, v), ta coi né
nhw 2 truy van cap nhat Segment Tree: cap nhat tdng doan (y, v) 1én 1 don vi &
thoi diém x, va gidm doan (y, v) di 1 don vi & thdi diém (u + 1).
+ V6&i mbi thoi diém, thue hién tt cd cap nhat, sau dé tim 6 co gia tri I&n nhat. Dap
sb chinh la gia tri I&n nhat trong moi thoi diém.
L&i gidi trén co do phare tap O((N + M) * log(N)), véi M la sb hinh chi¥ nhat, N 14 kich
thwdc bang.
V6i K bat ki, ta c6 thé coi goc trén trai (x, y) 1a (x - K + 1, y - K + 1) va giai gibng nhw khi
K=1.

E. Flower Festival
Trwdc hét, diéu kién dé bang cé tinh dbi xirng ca truc ngang va truc doc la:
Alil0] = Aln+1-i][] = Alil[m+1-j] = Aln+1-i][m+1-]]
V&éimoii=1..n,j=1..m.
Do d6, v&i mdi 6 (i, j), ta chi can xét 4 6 nhw trén roi tim gia tri xuat hién nhiéu nhat, gan
tAt c& cac 6 con lai bang gia tri d6. Lwu y, cac 6 déi xirng vai (i, j) cé thé khong du 4 6,
tuy nhién diéu dé khéng anh hwéng téi thuat toan.

F. Numberland
Thay vi bién dbi tr 1 thanh S, ta sé& bién dbi tv S vé 1 v&i 2 phép bién dbi: gidam S di 1
don vi va hoan vi cac chir s6 clia S.



Nhan thay dé& gidm sbé chir s cla S, ta luén phai dwa S vé dang 10 rdi gidm 1 don vi.
Do dé, ta chi quan tam dén sé bwdc it nhat d& dwa S vé dang 10* (dé dang tinh duoc
s6 bwdc dé giam tw 10K vé 112 10* (1 + 2 + ... + k) - k).

DPé dwa S vé dang 10¥, ta xét 3 trwong hop sau:

+ Chi s6 cao nhat clia S bang 1: V&i nhivng chir s6 khac 0 con lai, ta dwa ching
vé hang don vi, gidam vé 0 rbéi lam v&i chiy sb tiép theo.

+ Chir sb cao nhat cia S khac 1 nhwng ton tai mét chir sd khac bang 1: Lam
twong tw nhung ta sé dwa chi¥ sd 1 vé hang cao nhét trong mot bwdc hoan vi
nao do.

+ Khéng cé chir sb nao ctia S bang 1: Pwa chir sb & hang don vi ctia S vé 1, hoan
vi v& hang cao nhét réi lam twong tw nhw trén.

G. Robot
Khéng mét tinh téng quat, gia st ta di dén vong tron (x1, y1, r1) dé tét TV trwde, sau dd
dén vong tron con lai dé tét diéu hoa (trudng hop con lai gidi twong tw). Dé thdy cach
t6i wu nhét la:
i) Bi dén mot diém A trén duwéng tron 1.
i) T diém A, di theo dwérng ndi gitra A véi tam clia dwdng tron 2, dén diém B trén
dwdng tron 2.
Nhw vay, két qua s& Ia CA + BA - r2, voi C 1a diém xuét phat, B = (x2, y2) Ia tam dwong
tron 2. Nhw vay, bai toan tr& thanh: cho 2 diém B, C va dwong tron (O, r1), tim diém A
trén dwdng tron sao cho BA + CA nhd nhét.
Gi¢i han bai toan cho biét B va C nam ngoai dudng tron O. Do vay, diém A tdi wu phai
nam trong cung nhd BC ctia dwéng tron O. Mat khac, khi A chay trén cung nhé BC, ¢
thé thay rdng ham F(A) = AB + AC la mot ham cé dao ham luén tang. Nhw vay ta co thé
st dung ki thuat chia tam phan dé tim diém A ti wu.

H. Save My Files!
Bai toan y&u cau tim hoan vi P nhé nhéat dirng sau hoan vi A theo thi tw tor dién théa
man: P(P(i)) = i v&i moi i = 1..n. Cach giai théng thwérng ctia dang bai nay 1a: cb dinh vi
tri i d4u tién sao cho P(i) = k > A(i), sau d6 tim hoan vi P nhd nhét theo thr tw to dién
thda man yéu ciu dé bai va cd i vi tri dau la A(1), A(2), ..., Ai-1), k.
Pé tim hoan vi thda man nhé nhat véi mét tién t cho trwdce, ta lam nhw sau:

+ Xét mét v tri i da dwoc gan, néu P(i) = j khac i thi ta gan P(j) = i. Néu mau thuan

v&i cac vi tri da dwoc gan trudc do thi két luan khéng dwng duorc.

+ V&i cac vi tri j chwa dwgc gan & bwéc 1, ta gan P(j) = .

Do phirc tap thuat toan sé 1a O(NA3) (O(N) cho mbi bwéc kiém tra).



I. Space-Time Travel
Ta can tinh gia trj cla:

2 {i=1.N}{j=1.M}(i-j)*|B - Al
=2 {B<A}(i-)*(A-B)-2{B>A}(i-j)*(A-B)
=S-T
Xét gia tri cua S:
S=2{B<A}(i-j)*(A-B)
=2 {Bj<A}i*A+j*B)-2Z {B<A}(*B+j*A)
Pé tinh S, ta c6 thé 1ap mét vai mang téng dén:
+ S1[x]=Tdng caci*A voiA, > x.

+ S2[x] =Tbng cac | * B, v&i B < x.
+ S3[x] =Tbng cacivéiA, > x.
+ S4[x] = Tong cac j v&i B, < x.

Vi cac gia tri A, B, @&u nam trong khoang [1..10*] nén viéc tinh cac mang nay co thé
thwe hién dé dang trong do phirc tap O(N + M + max{A}).
Viéc tinh T cé thé thwc hién twong tw nhw tinh S.

J. Treasure Box
Gia st k 1a s6 nguyén khdng am I&n nhat sao cho phan nguyén dudi cla 2 phép chia A
/ 10% va B / 10% bang nhau, thi dap an sé la k.
That vay: theo gia thiét, gida st A= Q * 10X+ r,B=Q* 10“+s (0 <=r, s < 10) thi moi sb
nam gitra A va B déu c6 dang Q * 10% + t, v&i 0 <=t < 10*. Do d0, 2 sb béat ki ndm gitra Ava B
khéng thé khac nhau qué k chi s6.
Mat khac, vi k la sb 16n nhat théa man diéu kién trén nén A=Q, * 10" +r,, B=Q, * 10" +r,,
trong d6 Q, < Q,. Tacod thé chon X = Q,* 10%'-1,Y = Q,* 10%" thi A <= X <Y <= B va X khac
Y dung k chir sb.



